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CONVOLUZIONE E TEOREMI DI APPROSSIMAZIONE

1. CONVOLUZIONE E TEOREMI DI APPROSSIMAZIONE IN H1!(R9)
Sia ¢ € C°(R?) una funzione tale che:
¢ >0 su R% il supporto di ¢ & contenuto in By; / o(z)dx = 1.
B,

Per ogni € > 0 definiamo la funzione
1
6-(2) = 0012,
Allora,

¢. > 0 su R il supporto di ¢ & contenuto in B; oe(x)dx = 1.
Be

Lemma 1. Sia u € L?(R?). Allora u x ¢. € L>(R?) e

[ @cllL2ray < [lullL2(ra)
Lemma 2. Sia u € L?(R?) e ¢ € C(RY). Allora u* ¢ € C®(RY) e

Oj(u* @) =ux0;¢ perogni j=1,...,d.
Inoltre, abbiamo le disuguaglianze
lux e < lulizlol: e IV@s)le < full V6]

Lemma 3. Siano u € H'(R?) e 9;u € L*(R?) la derivata distribuzionale di u per un qualche j = 1,...,d.
Allora, per ogni v € C(R?),

| (@ s o)@u@de = [ (us @) @pwrde =~ [ (wx o) @00 do

In particolare,
ukdpe € H'(RY) | fu* delln < |Jullpn
e valgono le uguaglianze
(0ju) * e = ux 0j1p. = 0j(u * @.).
Lemma 4. Siano u € H'(R?) e y € RY. Allora
lu(z +y) — u(@)llrz < [ylIVull2®a)-
Usare il fatto che

Jue +) = a2z =sup {

(u(@+y) —u(@)v(@)de v e CERY, ] =1}
R
Lemma 5. Sia u € HY(R?). Allora
[ * ¢e — ullL2ray < el|VullL2(ra).-
Teorema 6. Le funzioni C=(R%) N H'(R?) sono dense in H'(RY).

Proof. (1) mostrare che u * ¢. converge a u forte in L
(2) mostrare che u * ¢. converge a u debole H';
(3) mostrare che u * ¢. converge a u forte H*.

Lemma 7. Siano u € H'(RY) e ¢ € C(R?). Allora
wp € HY(R?) e V(up) =yVu+uVi.
Lemma 8. Sia 1) € C(RY) una funzione tale che

e il supporto di 1 € contenuto in By;
cO0<Y <
L] 'l/) =1 B1/2.



Sia
Vr(z) = ¥ (*/R).
Allora
lim ||utg — ul|g: =0.
R—o0
Teorema 9. Le funzioni C2°(R?) N HY(R?) sono dense in H'(RY).
Proof. Segue da Esercizio 8 e Teorema 6. d

2. TEOREMI DI APPROSSIMAZIONE IN H'(Q)
Sia Q € RY un aperto. Per ogni 6 > 0 definiamo
Q5 = {;v €Q : dist(z,99Q) > 5}.

Lemma 10. Sianou € H*(Q), j€{l,...,d}, 6§ >0ec < g. Allora, per ogni ) € C°(Qs),

[ (@ o) @uirdo= [ (ux @) @iterds=— [ (wx o) @0y do
In particolare,
uxd. € H' (), ux dellmy < lullm

e valgono le uguaglianze

(0ju) x e = ux 0j1h. = 0j(u * ¢e).
Lemma 11. Siano u € H*(Q), § >0 ey € R? tale che |y| < 5. Allora

[u(z +y) — w(@)llL2 05 < [yl Vullrz(0).-

Lemma 12. Sianou € HY(Q), § >0 ed e < . Allora

Hu * ¢5 — ’U,HLz(Q&) S EHVUHL?(Q)

Teorema 13. Siano 2 un aperto in R% e w € HY(Q). Allora, esiste una successione u,, di funzioni C>(Q) N
HY(Q) tale che

lim [Ju, —ulr2() =0 e lim [Ju, —ul g1, =0 per ogni 0> 0.
n—oo n—oo

Di conseguenza, abbiamo anche

lim [Ju, —ulg1(py =0 per ogni D e .

n—oo
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